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II-4. 積分方程式の理論と液体の物性

4-1. Orstein-Zernike(OZ)方程式とHNC近似

(4) HNC近似と PY近似

○ closure

OZ方程式は、直接相関関数 C(r− r′)が与えられて、はじめて h(r− r′)が計算できる。

↑
未知数 2つ h(r− r′), C(r− r′)に方程式 1つで、未知数が決められない。

閉じていない。

↓
もう 1つ方程式 (近似)が必要。

↑
閉じさせる式 (closure)

○ 近似の方針

線形応答理論を復習すると、

x(t) =
∫ t

−∞
dτα(t− τ)f(τ) (1)

これは、x(t)を f(t)で展開 =⇒ f(t)2, f(t)3 の項は無視して、ただし時間おくれは厳密

に考える。

m
A(r)を B(r)で展開、B(r)2, B(r)3 の項は無視

A(r) = A0(r) +
∫

X(r− r′)B(r′)dr′ (2)

(2)式は、rだけでなく r′ の効果も考慮している (非局所効果)。

◎ A(r)と B(r)に何を取るかで近似の明暗が決まる。

方針 他の粒子との相関がない時 (v(r1 − r2) = 0)、B(r) = 0となる B(r)を取る。
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○ HNC近似と PY近似

ボルツマン分布 ρ(1)(r) = ρ exp[−βv(r−r0)]を逆に解くと、βv(r−r0) = − ln ρ(1)(r)/ρ

が成り立つ。高密度では、

βv(r− r0) = − ln ρ(1)(r)/ρ +
∫

X(r− r′)δρ(r′)dr′ + (δρ(r)の 2次以上の項) (3)

δρ(r)は小さいとして、2次以上は無視。

βv(r− r0) = − ln ρ(1)(r)/ρ +
∫

X(r− r′)δρ(r′)dr′ (4)

これが、hypernetted-chain(HNC)近似である。

HNC近似を書き換えて、

ρ(1)(r) = ρ exp[−βv(r− r0) +
∫

X(r− r′)δρ(r′)dr′] (5)

≈ ρ exp[−βv(r− r0)](1 +
∫

X(r− r′)δρ(r′)dr′) (6)

これが、Percus-Yevick(PY)近似である。

○ X(r− r′)と直接相関関数

δρ(r) = ρ(1)(r)− ρを v(r− r0)で展開

δρ(r) =
∫

dr′χ(r− r′)v(r′, r0) + · · · (7)

v(r− r0)を δρ(r)で展開

v(r− r0) =
∫

dr′χ−1(r− r′)δρ(r′) + · · · (8)

(8)式を (7)式に代入

δρ(r) =
∫

dr′χ(r− r′)
∫

dr′′χ−1(r′, r′′)δρ(r′′) + · · · (9)

任意の δρ(r)で成り立つので、

∫
dr′χ(r− r′)χ−1(r′, r′′) = δ(r− r′′) (10)

という式が成り立つ事がわかる。
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一方、宿題 39(27)式を書き換えると、

ρ(1)(r)− ρ = −ρβv(r− r0)− βρ2

∫
h(r− r′)v(r′, r0)dr′ (11)

δρ(r) = −ρβv(r− r0)− βρ2

∫
h(r− r′)v(r′, r0)dr′ (12)

=
∫
{−ρβδ(r− r′)}v(r′, r0)dr′ − βρ2

∫
h(r− r′)v(r′, r0)dr′ (13)

=
∫
{−ρβδ(r− r′)− βρ2h(r− r′)}v(r′, r0)dr′ (14)

だから、
χ(r− r′) = −βρδ(r− r′)− βρ2h(r− r′) (15)

また、HNC近似の式

v(r− r0) = −kBT ln ρ(1)(r)/ρ + kBT

∫
X(r− r′)δρ(r′)dr′ (16)

で、右辺 1 項目を δρ(r) で展開すると、ρ(1)(r) = ρ + δρ(r) だから、ln ρ(1)(r)/ρ =

ln(1 + δρ(r)/ρ) ≈ δρ(r)/ρとなる。

v(r− r0) = −kBTδρ(r)/ρ + kBT

∫
X(r− r′)δρ(r′)dr′ + δρ(r)の 2次以上の項 (17)

=
∫
{−kBTδ(r− r′)/ρ}δρ(r′)dr′ + kBT

∫
X(r− r′)δρ(r′)dr′ + · · · (18)

=
∫
{−kBTδ(r− r′)/ρ + kBTX(r− r′)}δρ(r′)dr′ + · · · (19)

したがって、
χ−1(r− r′) = −kBTδ(r− r′)/ρ + kBTX(r− r′) (20)

(15)式と (20)式を (10)式に代入

h(r− r′)−X(r− r′)− ρ

∫
dr′′X(r, r′′)h(r′′, r′) = 0 (21)

(宿題 40参照)。これと、OZ方程式を比べると、 X(r− r′) = C(r, r′) が導ける。
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4-2. 液体の物性への応用

目標 積分方程式の理論 (HNC近似や PY近似)は、どんな風につかえるか、何に使える

か具体的に知る。

• 積分方程式の理論は、液体の g(r) を求める事が出来る。特に剛体球系の PY

近似は解析解がある。

• 積分方程式の理論は、圧力が計算できる。圧力の計算には 2通りあって、厳密

には同じ値を与えるが、g(r)が近似的だと違う。

• 剛体球系では HNC近似より PY近似の方が良い。

• 積分方程式の理論は、計算機シミュレーションに比べ、 1© 無限系を扱える。

2© 解析しやすい。等のメリットがある。

目次 (1) g(r)の計算

(2) 圧力の計算

(3) まとめ

例題 　コロイド多粒子系を考える。コロイド同士が剛体球の相互作用をしているとき、

1つのコロイド粒子に別のコロイド粒子が接触する体積あたりの確率は、十分離れ

ている体積あたりの確率の何倍になるか。

(1) g(r)の計算

剛体球、つまり相互作用が

v(r) = ∞, |r| ≤ d
= 0, |r| > d

(22)

の場合の PY近似の直接相関関数は解析的に解くことが出来て (宿題 42参照)、x = |r|/d

とすると
C(r) = −λ1 − 6ηλ2x− 1

2ηλ1x
3, x ≤ 1

= 0, x > 1 (23)

ここで、η = πρd3/6で、充填率と呼ばれる。また、

λ1 =
(1 + 2η)2

(1− η)4
(24)

λ2 = − (1 + 0.5η)2

(1− η)4
(25)

この直接相関関数から、OZ方程式を使って g(r)が計算できる (宿題 43)。
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THE PY SOLUTION FOR HARD SPHERES

hard spheres

η=0.49
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FIc.5 5 Comparison between“ exact''and PY results for the radial distribution function of

hard spheres at 97=0・49.

The behaviour oF non_additive

ice.those for w

″12=号(1+Δ)(冴11+4″) (5.5.14)

with Δ≠0,is more complicated.Computer silnulations havc shown that

positive non―additivity(Δ>0)leads to phase separation at a density which

(Meinyk and Sawford,1975),while mixtures with negative

▲ have been studied as models of systems that have compound‐ forining

tendencies(Adans and McDonald,1975;Nixon and Silbert,1984).

125

6

4

（Ｌ）０

0

剛体球における PY近似と計算機シミュレーションとの比較。

Hansen and McDonald “Theory of simple liquids P125”
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(2) 圧力の計算

THE PY SOLUTION FOR HARD SPHERES

1964b),and rcsults from a self― consistent approximation that wc discuss in

Section 5.8(Rowlinson,1965).

The PY compressibility and virial equations or state are plotted in Figure

5,4 for comparison with the Carnahan― Starling forlnula(4,6.14);the latter

gives results that are alinost indistinguishable From those of molecular

dynanlics and ヽ lonte Carlo calculations. As is the case with the virial

coettcients, the two equations of state bracket the “ exact'' cutte, the

pressures calculated from the compressibility equation being systematically
closer to and above the“ exact"results at all densities.It appears that the

Carnahan― Starling formula provides an accurate interpolation between the

two PY equations ofstatet lndeed,Eqn(4.6.14)can be recOvered by adding

together the expresslons(5.5.8)and(5.5.10)with Weights,respectively,of

twO‐thirds and one‐ thirdi
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FIG.5.4. Equation of state of hard spheres obtained frOm PY and HNC theorics via the

compressibility(C)and Vihal― equation(V)routes The dashed curve is calculated from the

Camahan_Starling equation of state(4614).
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剛体球における PY近似と HNC近似を使って計算した圧力。圧力の計算は 2つの方法で

しているので、全部で 4つの線になる。

Hansen and McDonald “Theory of simple liquids P123”

宿題の訂正:

27 (20点)(a)(35)式の下にある「形式的に解けることを示しなさい。」は、(35)式を

(33)式に代入して正しいことを示せば、それで結構です。

宿題

38 (10 点) 1成分の重力系、つまり相互作用が

v(r1, r2) =
−Gm2

|r1 − r2| (26)

の時、LDH近似がどうなるか、h(r − r′)についての式を導き、解を求めなさい。

電解質の時に議論した遮へい効果はどうなるか。

39 (20 点) (2)式で、A(r) = ρ(1)(r)、B(r) = v(r − r0)とした近似に、パーカスの

方法を使うと、久保公式を使って次のように Yvon近似が導ける。v(r − r0)を外

場と考え、久保公式から

ρ(1)(r) = ρ− ρβv(r− r0)− βρ2

∫
h(r− r′)v(r′, r0)dr′ (27)

6



を導出しなさい。ただし、X =
∑

i δ(r− r′)− ρとして、limt→∞〈X(t)X(0)〉 = 0

を、仮定する。これから、Yvon近似を導きなさい。

40 (10 点) (21) 式を導きなさい。また、(20) 式と (15) 式をフーリエ変換して、

χ̂(k)χ̂(k)−1 = 1を使い、X(r) = C(r)を導きなさい。

41 (10 点) 圧縮率方程式を次のようにして導け。

（a）ρ̂(r) =
∑

i δ(r − ri) として、グランドカノニカルで考えると、粒子数 N̂ =∫
ρ̂(r)drを使って、

〈∆N2〉 = 〈N̂〉{ρ
∫

g(r)dr− 1− 〈N̂〉} (28)

を示せ。ただし、∆N = N̂ − 〈N̂〉とする。
（b）一方、µを化学ポテンシャルとすると、

〈∆N2〉 = kBT

(
∂〈N̂〉
∂µ

)

V T

(29)

となる。これを導き、これを使って、N = 〈N̂〉として、

〈∆N2〉 = NkBT

(
∂P

∂ρ

)−1

T

(30)

を示して、圧縮率方程式

ρh̃(0)− 1 = kBT

(
∂P

∂ρ

)−1

T

(31)

を導きなさい。ただし、h̃(k) は、均一系の相関関数 h(r) のフーリエ変換を

表す。

42 (70 点) 剛体球のポテンシャル (22)式の場合に、直接相関関数が、(23)式で与え

られることを文献を調べて示しなさい。どの文献を見たかは明示すること。

43 (10 点) OZ式をフーリエ変換して、h(k)を C(k)で表しなさい。ただし、h(k)と

C(k)は、h(r)を C(r)のフーリエ変換したものを表している。
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